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NOMENCLATURA

] 3 Momento de inercia en el eje de giro
ks Constante del resorte
C ; Constante del athortiguador viscoso
Ry s Momento del rozsmiento dindmico
Re : Momento del rozsmiento estético
M({t)s Momento de excitacién
8 ; Giro alrededor del eje
¢ Giro alrededor del eje adimensiocomalizado
t Giro alrededor del &j¢ adimensionalizado, y que depende de (*

Tiempo

[ 13

L1

Tiempo adimensionaligado

s Coeficiente de friccidnd viscesa
Coeficiente de friccidn seca

s Pulsacién natural del sistema

Periodo natural del sistema

”»

‘Momento caracteristico

"

Factor de megnificacién

*

Angulo de fase

*”

"

paso temporal del esquema numérico



1. INTRODUCCION

En esta etapa de la investigacidn se lleva a cabo un andligis
de los sistemas dindmicos de un grado de libertad que imcluyen fric
ecidn seca.

Para ello se realizé el programa DINAL, de diferencias finitas,
del que se hace un estudio detallado de su estabilidad.

Finalmente, se grafican los resultados obtenidos con el progra
ma DIRAL, para sistemas lineales y no lineales, libres ¥y excitadose
El programa DINAL se basa en las ecuaciones del método de
RUNGE KUTTA de cuarto orden. Se descarté un andlisis por medio de 1@
transformada de LAFLACE, debido a que deja de ser @til cuando le e-

cuaeidn diferencial es no lineal.,

El objetivo del estudio de este tipo de sistemas dindmicos es
relacionarlos con los otros sistemas dindwicos, de manera de formar
un jazo cerrado de control como el que gobierna una turbina edlica.
El segundo sistema dindmico esté constituido por el eje de la turbi
na y el generador, mientras que el primero es el regulador centifu-
g0.

Se incluye en el modelo del sistema dindmico la accién de fuer
zas de friccidn seca, pues son este tipo de fuerzas las que deben
- ser vencidas por el regulador al ejercer su accidn de control. Estas
fuerzas no &0lo no son despreciables sino que su valor es de una mag -

nitud comparable a las de las demds fuerzas.



2+ ANALISIS LEL

DINAMTICO

Los sistemzs gque se estudiarin estdn constitufdos
giratoria equilibrada, una barrsz de torsidn o resorte,

dor viscoso y sufren friccidn 4
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barrs de Torsidn

Friccign Seca

4

. M3s$3 8ira’toria

amor’t%vadsr viscosp

Zstos sistemas pueden evolucionar

externamente,

El disgrama de cuerpo libre de la masa seré:

libremente, o ser

@)

POT una masa

b

un amortigua=

Coulomb (Friccidn secsz).

excitados

M(t) :es el momento de excitacibn.
k.6 ses el momento que el resorte ejerce sobre la masz.
C-é :es el momento gue el amortipusdor viscoso ejerce sobre la
MaS8 .
Rﬂ,%gé .es el momento que la friccidn seca ejerce sobre la massz,

\



M(t)

R6+cO+ Ry S% 6
FIGURA 2
3i | es el momento de inercia de la masa, la ecuacidn de la di-

M"‘ k.e“ Cé—RA\%Q=Ié

reordenando :

Ié+cé+R358é+h6:M (1)

En la ecuzcidn anterior se considerd al momento debido a la Fric
cibn seca como Rd-S%é ., pero cuando é:o ;este momento v-le &sat
y si Re es mayor que el momento resultante de los demfs momentos ac—
tuantes, el sistema guedari detenido hasta que esta situscidén se Te-

vierta. Por lo tanto, la ecuacidn gue expresarid més correctamente el



comportamiento del sistema serd

Ié+c€+RJ%é+k9:M (640 v |M-Ro[yRe)
é.—.O ( é:O A lM*hgléRe)

sistema W, , el coeficien
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Se define la pulsac

te de friccidn viscosa 5 comas

tz !}'_
I
5%
2 Iw,

Reemplazando las magnitudes recién definidas en la ecuacidn y

operando, se obtiene:
é+25woé+&4_saé+w}9=”(t) @)
I

31 se define 73:<Zl£ ,en oscilaciones libres no amortiguadss
Wo
Ty representa su perfodoe



MIENTO

5.1 Comportamiento Libre

51 no existe friccidn seca, la solucidn de la ecuacidn es muy
simple, y en el caso de un sistema no excitado, se dan tres casos o
sibles, régimen subsmortiguado, critico y sobreamortiguado.

La ecuscidn (2) quada¥

5+2x§woé +W 0 =0 (3)

as condiciones iniciales son:

-

6(0)= Eo

3.1.1 Régimen subamortiguado:

51 régimen subamortiguado se presenta cuando 3 <1 s ¥ la solu

cién de 1z (3) es:

- W, t .
Biey= € 7 [90 %f oos(w,’c-() +%glsmw,t]

donde:

W,= Wy \/l "52

¢=
t% ,,52



o

Se observa cue las oscilaciones no resconden a una pulsacidn W,

sino a otra pulsacibn diferente GOl, ¥sto permite definir

T,- 21
wl

que es llamado ”Pseu&oFCﬁ%AO"

H
l,_h
G’Q
6]
n
o
[e}
(0]
=
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O
"
ct
(5]
=
)..! N
m
=
ct
o]
]
4]

Wy

- . 'wﬁ
9(t)= 90(” wot)e ¢ +90té

En este régimen no existe oscilaciones.

.1.3 Ré+imen sobresmortiguado:

N

¥l régimen sobreasmortiguado se presenta cuando 5 >l , en este

czs0 tampoco existen oscilaciones.

-fwpt -6, Wyt . _rwt -t
9((’,):90 :E& .-rlc?'o +g£ rlwﬂ.‘620

f2-h wo -1
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donde:

%.2 Comportamiento forzado:

Fn el caso de sistemss excitadcos 1la solucidn analitica es simple
solo en algunos czsos particulares, y es preferible el ahdlisis por

metodos numéricos.

5i se considers una excitacién armémica MzM¢ seq , la res

puesta en régimen permanente serd :
6- Me & sen(wt-a)

donde

@3 es 1lamado factor de magnificacidbn del régimen permanente, rn la

Tigura % se grafics @’ en funcidn de 13z relacidn %% para distintos va
0
lores dei.Si se compars ls curva correspondiente a i'f}:O con 1as

demis se compruebaz que el amortiguamiento produce una gran reduccidnp

de 4) para valores de%g cercanos = 1, gue es la condicidn de resonan
o

10



“n cambio, para relsciones %3) lejsnas a 1, ruede suponerse
0
% =0 sin cometer un error imnortante.

Para 9_)_ 7@‘1 N4 9\1‘ { 5,156 el error al considerar g:O
“Uo Lb"p

cusndo en realiizd € =4  es menor 21 5% .
/

w/w;-f- 2 3

FIGURA 3
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w/u,e—-——-r

FIGURA 3 bis
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X es llamado éngulo de fase, y representa el atraso del sistema en
responder & la excitacidén.En la Figura 3 bis se grafica X en funcidn

de la relaeiéna)“l para distintos valores des .
0

12



4,1 Comportamiento

31 existe Friccién seca, la sclucidn de la ecuscibn (2) es muy
complicads pues es una ecuscidnu no lineal, pero si se eonsidera gue
no hay amortiguemientc viscoso y el sistema no es excit~do es posi-

ble obtener slgunas conclusiones.

La ecuaciéﬁzhueda:
. . 2
6%},}4;566+w09=0 (4)

e(o) = 60
0

t!

B(0)

4 partir de t-0 ,6 serd negativo, y antes de gue cambie de sig
no, el sistema se comportar® como un sistema lineal excitsdo que res
ponde a la siguiente ecuscidn:

‘e 16 R
0+twy0="1d
Lz solucibn de esta ecuacidn, vilida sbdlo entre =0 , v o1

momento en gue O cambia de signro, ©s:

0 =(6-R\cos it 4 Ry
R R

13
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De zqui se deduce gue ls nresenciz de rozamiento de Coulomb no

alters la frecuencis natursl del sistema como sucedia en el amorti-

gusdor viscoso, y que en cada semiperiodo la amplitud de las oscila
ciones disminuye
©1 momento de rozamienio estdtico es Re

que Rd . Bl sistems

2Ry .

———

del resorte, en un mImenTo en gue

s Re .

, meneralmente mayor

se detendri definitivamente cuando la fuerza

.
6:=0 no s

capaz de vencer

Esto significs gue el sistema puede detenerse definitivamente

en una posicidn distinta de cero.

%1 meximo apartamie-to final posible es cunndo:

“Q-'GI :RC

[6]= Re
R

14



i se adimensionsliz  haciendo

n

0=6" M
R

Re=?mcl

Donde Nh; es un momentc arbitrario llamrdo momento czracteris—
tico, ¥ ? =g el coeficiente de friccidbn seca,

1si se obtiene gue el méximo apartamiento posible es:

le*\=?

Si ademéds de rozzmiento seco,existe amortiguacidn viscosa, de

N

menerz simier a la anterior, es posible demostrar gue la friccidn

seca no alterard:el psendo periodo °ﬂ .

4,2 Comportemiento Forzado

Existiendo un momento de excitacidn la resolucidn anslitica del

sistema se torna muy complicada y es preferible psra estudiar su conm
portamiento el empiec de métodos numéricos.
$3i el rozamiento es peguetio es posible lineslizar la ecuacidn

- » . 4 z -
cuando la fuerza de excltaciln es zrmdénics.

Si no hay amortiguacidn viscosa, la ecuacidn es:

5+71&58é+ WEG = ﬂl;c_.cmwt

15



donde 4= gﬁ es el coeficiente de friceidédn seca.

Como el rozamiento es pequefio, la curva resultante seré muy aproxi-

mads a una sginusoide.
En generel se linesliza este rozamiento tomando un amortigua-

dor viscoso que disipe la misma cantided de energie por ciclo.

Dado que se aproxima la curva real & una sinusoide.

0= Omax senwl

El {trabajo disipado por un amortiguador viseeso en un cicle es

ra
TYC&JG
El disipado por la fuerza de friecidn es

Ra 598 d9 = [ Rylfldt = Ome [ Ryloswt| d(wt
la integral ;f: % / m[ I ( )
4R [ “Cosfut) dfot) = 4R

C = __L‘__Bg_..
—_
si C= 2305 mox

Ra:l"u?

La relacidn entre los factores de amortigusmiento es

e |

*
Gy = ﬁm.k/mc
Sustituyendo este valor de C , se puede obtener el factor gde

magnificacidn pars estedianealizado.

Asi se obtienen las curvas de la Figurs Sa

'aor

Xgualendo:

donde

5 il | ‘
L iimi
4 AN
s 4 1T
Zd ‘%/‘ N\
ol T[] T HA NN
R 4% NN NN
o 7z \f IRNYANGN
T \ess : NN TN IS T
. N T 5 RS e —
0 2 04 06 08 10 12 14 15 18 20
X
FIGURA § A

16



En estas curvas se ve que si (E:/zt s para la freecuencia de re-

sonancia, (b es infinito, @ pesar de haber amortiguamiento.

Debajo de la linea punteada de le Figura 58, el sistema se de-
tiene una vez en cada médio ciclo. En la regidn del éngulo izquirdo
inferier, el sistema se detliene més de una vez por semiciclo,

En ninguno de los casos es vélida la sproximacidén anteriormen-
te descripta.

La respuesta aproximadamente sinusoi dal del sistema,estarh

desfagada de la exeitacidén un éngulo &, que se grafica en la Fi-

gura 5be

Q
'ﬂl\ Y
165 2
03 .
150 02
Lz t
© 120 : i =S T A
f 105 N
. -
S oo fie 6 ha  ho LT a2
: : ., Lo
75 175 %
60 ' : s 07
30 -,’//17
15 ’-’//——-—’?f )
A 101
O i -
FIGURA 5 b
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La ecuacidn qgue represents a este sistems es

) C

[
|
\
i
L

.

-0

T

(T +ch +R,;s%,é FRO=M@) (640 v M-ke|yRe)

Fars adimenszionalizar se haré:
%
{=t"T,
donde: T, = 2_(1’ Wy = @
0 VT

GCf = 8k;9* = 9** *
) e (t)% (t)

é(t):éﬁ@:&iéfé_: M 9””‘{"
dt RT, dt* Eﬁ; ¢ )

MC es un momento arbitrario, que en el caso de sisteuas excita

O]

peruite adigiensionalizar el momento de excitscibdn:

Mgy = M- My

T en el caso de los sistemas que evolucionan libremente represen

la energia del sisbtema.

0

(¢}

Le energis inicisl del sistema es:

E,,:,?l_.mf%féf

18



Regay

91 se la considerase comc debida solo a laz posicidn inicisl

serfa:

ntonces:

Bl momento caracteristico Nk_, serd el debido a esta posicibn

inicial fictiecia,

(]

M, = h,, [4 éo 2
¢ V &, +<&7>

inalogamente:

é(t) s %}—Tt{ p**

51 el sistema es excitado:
* *®
M(_{;) = MC M (ty= MM G}

Reemplazando las anhteriores expresiones en 1z (8) v llamando vor
T it

comodidad:

07 Tem = 4t
B ey = wiee)
B (8 = 4"(1)
M™ (¢ = m ()

19



IN why cMe w'y Rd%(g?‘-—w')*h'fé.*b:“cmﬁ
D

RT,* k. To

Teniendo en cuenta gque k%=1LE To=20 =5 = R
I Wy ZIwO l ch]

queda:
Wy ‘Hrs @+ Lmz? 1;,58,4&' +arn - 4% m(t)

Llamando:
o= 4nm
b = ‘IUZ?.
c =z 4n

Fro)= 4% mt)

Obtenenos:
i ! !
M +oww+bs%,u, teceuw=Ff

Las caracteristices del sistena dinfmico estaridn dados solo nor
&y b.

Le pulsacidén natural de este sistems seri siempre Wp=21 y S
perfodo:. Tg=1 .

En resumen:

Las rotaciones ge adimensionalizsn haciendo:

8" - _6
Mclh’

20



Los tiempos se adimensionslizan haciendo:

T:os momentos se adimensionalizsn haciendo:

M*s M
Mc.

21



6. METCDO WUMERICO PARA FL ANALISIS DE SISTEMAS

¥

DINAMICOS BE UM GRADO DE LIBE

FAD QUE INCLUYEN

ROZAMIENTO o=

il

El sistema que se analizard responde a la ecuacidn diferencial

I§+cé+Ks%é+k6=M(t) ( 60 v |n-kolIR)

é:O (é:O

Debido a la presencia de la friccidn de Coulomb, aparece el tér

minoc no linesl RS%Q .

T.
i

I, a existencia de este Hérmino hace que se tornen inadecusdos
para el andlisis metodos snaliticos, como podria ser el uso de la

transformads de Laplace, por lo tanto el snflisis se efectuard por

medio de un método numérico.
81 método numérico elegido es el de Ruange Kutta de orden 4, por
ser muy popular & causs de su gran estebilidad y precisidn.

Este método pars ecuaciones de primer orden del tipo

e Flat) )

Puede escribirse como:
%‘:h. f( , tn)
&, =h. o i-%'. tm{)
G2 . (it %L tm%)
%= n.F (g % Tun)

Moy Mn + N +2.%+2.93t %
6

22



Dado que el sistems dinfmico en estudio responde a una ecuacidn
de segundo orden, hebrd que hacer un cambio de variables para reducir
. L4 4
1a ecuszcidn s uns de primer orden.

L los fines de snalizar el mftodo numérico supondremos que la

ecuacidn diferenciszl a resolver es

w! +a,w'+bs«am+cu,:ﬁt)

donde @, b ,C son las constantes que definen el sistema, ¥y F&J
eg¢ 1la funcidn que representa la excitacibn.

£l csmbio de variables es:
1
mw =

Y agsi se obtiene un sistema de dos ecuaciones diferenciales de

primer grado, que puede ser resuelto por el método de Runge Kutta.

o 11 (Y T-c ~b () (F

- ] i
+ o | 0 1 {lar] o
A v -B v F

Ta matriz A es siempre invertible, ¥ lamatriz B depende del va
lor de V.

Ilevanio la ecuacidn anterior a la forma de la (8):

u' = AT(F-BU)
G

23



Bl wétodo de Runge Kutta serd:
Q= h 6(Uy &)
Qp= h Gwn’f% Emy)
Q3: (/\ G(Un'i'% tmﬁ)
Q“: h 6<OH+O‘5 CV)'H)

Un,.l-'= Un "'(Q\ “'2.&2_1‘2.&31‘ Qq)/é

Donde:

ar

F-CLL-ES%AT‘—Q,/U'

Y

Con estas scuaciones se 1levd a csbo el progrszms DINAL que re+
suelve la ecuacidn (7).

En esta ecuascidbn se osresenta el problens de gue el sistema tie-

ne comportzmientos diferentes cuando estd en movimiento y cuando est?
detenido,
Por diferencias finitas es mnuy luprobable que el valor gue re-

»

presenta a @ ses exactamente cero, lo cue significa que habrd que to

mar un criterio para determinar cuando el sistema esté detenido.

24



-

ste criterio serd considersr 6=0 cusndo O nertenezca a un

determninado entorno.
21 se supone 2 la funcidn suficientemente lisa, tres puntos es-

ra 6),

. £

terdn aproximadsmente sobre uns recta,

Petvvcornioneporrrracvasrens

Poce.wmens,

£

o
~
s

La variable que represents a é 6540', v se considerard como

’
&

=0 =1 runts ue rea  més cercano al eje.
Le fduda es cufl es més cercanc, si Ap o My, . 51 los pun-

£y ’

mente sobre una recta, habri que considersar como

tog esbtén aproxims

cero a /Ua cuando:

25



6.1 Andlisis de la estabilidusd del esgquemsa nuwérico.-
g

La ecuacidn a resolver es:

U' = A"(F-pU)
\.-_\G’__“~__’,
V':=6

51 método de iunge Kubtta propone:

Unpy = Un + B 128et2 8+ Qy
6

Q:=h6=hA'F+(-hA'B)
\"“‘N"'_J e
M N

entonces:

Uns 2O+ Ny v 2N +2 N3Ny Uy « Mit2Mp 4 2M,¢My
6 6

Unm = [I +(N, 2N, *2/‘)3"”4)/6_]% F M2 M 42 My My
6

S es el coerador en diferencias que relacions Unﬂ con Uﬂ»

Tanbién es la metriz de anplificacibdn.

- Su Siy
521 Sﬁz

26



Para cllculsr log elementos deS :

N 0 h ny Ny
iF h - i y
-he - h,’%:\‘ o O Ny
n|]" < O
ng=h
ns ==hc

S,=1

S =
52| :"’L\‘C

529= {'L\,O\,"b_b_, L + —< — +-—l“"")
2 6 (WE] Wm%[ lﬂfw?%i\ 16%51

6K

273



g4 [4f‘f<C entonces K>GJ—

O I

-he  I-h(a+kb)

Los autovalores de 5, ()\l/\)\z)l se obtienen haciendo

=\ h
-he I-h(@+kb)-A

1
O

Jeszrrollando:

X+ )\[(’L(OJ-PKb)-I]f[LLlC ~h (o +Kb) 4 1]: 0

T

Ta situacibn més comprometida se prszsenta cuando el sitema esté
subamortigusdo, y en ese caso los aubtovalores de S serén complejos

conjugados.

Mgz AR D T

Bl modulo de log autovelores debe ser menor gue uno para que el

sistema ses estable, o sea:
T <1

he-h(e+kb)+1]

h[hc—(m+l<b}]<o

28



omo h)O :
he { ao+kb

Donde:
o= 4”3

= 4nt

= 4m*

K »C

o~
1

Fntonces, reemplazando valores, y tomando K-_-C , que es el

caso mas desfavorable:

donde:

s max|ar|= m&x\u}l-ma;cle \

..’3:.@.1’3 :-.’ivlgmaxlél
e | M,

= maﬁ

cusndo toda 1la energzla del sistema es

0]
6}

posibl

3

# max| 6]
energis ciméteica.

2 52 L
1RO+ 116" = I [mexlél]

il
2 IR

. /h. 2 éz z éz
mox|8|= &6 + 60 - (@0 80) +60

29



6,2 Egtudio de la estabilidad del programa DINAL

¥l comportamiento de cualquier sistema dinfmico sin excitacidén
constitufdo por una mass giratorie, un resorte y un amortiguador 1i
nezles, y que sufre friccidén de Coulomb puede ser representado por

la siguiente ecuucidn,
w" a.w’+bsazu' tcu=0

donde:

o= 471
b =‘mz?
C = QDl

Para snslizar la influencia de h_en los resultados obtenidos,

se considerd 7::0 , de forma que la ecuacidn quedd finalmente:
why eeuw'yc =0 (9)
Y la condicidn de estzbilidad es:
h<t

Dado que 1la ecuacidn (9) es lineal, es posible resolverlo analf
ticamente.

Tn la Figura 7, se observa la solucidn snalitica de la (9) con-
sidersndo 5:0,02.587

En la Figura 8, se observs la solucién de 1la miéma ecuacidn ante
rior, pero por medio del pragrema DINAL, tomando lQ=C}CO5 , gque
es un valor muy inferior sl de 5 , con 1o gque la estabilidad del es-
guema nlmerico estf asegurada. No hay diferencias visibles entre amba

soluciones.

30



En la Figura 9 se ve el trazado de la solucidn de la {9) tomando
b\=(z1 gue es un valor muy superior al wéximo permitido. Al compa
rar esta curva con la de la Figura 1 se observs que el esguema tards
mds en asmortiguarse, errandec por exceso, y peesenta srror en el paso,
desfasdndose en el transcurso del tiempo.

Tn las Figuras 10,11,12, y 13 se ha ido aumentando el valor de
h, por encima del aduisible, y se observs couo el esguemns llega a ser
vioclerntbame te divergente.

Tn el caso en que el sistema nc estd amortiguade, el esquema es
siempre divergente, sin embargo, haste valores detL como el de la i
gurs 14,{‘7=0,0|) el sisbema nn presents divergencia apreciable a
gimple vists hasts t =50, y sblo existe un pequefio error en el paso
5in embsrgo para h.:O,l el sistema diverge violentamente.

Guando M =0,1, en el primer semirerfodo el error sparece en la
tercera cifra (es ~1,014360 en vez de -1), duando h,zﬂ,Ol, el error
en el misio intervslo aspsrece en .a sexts cifra, mientras gue cuando
h =0,001,a0n en el segundo semiperfodo no aparece error numérico.

9e observa en estos resultsdos ls nobleza del método, que aln

en los casos imestables brinda soluciones satisfactoriss para el pr

—

hlema fisico,.-
e

1
-

rvrrroerrrt

FIGURA 7

3 1



<l VYn913

2T vdnoid ]

1T V694 ot vinoid

os, |
H:,Z,:i.ﬁ,:,f:_::

L TR

b Vdn9id 3 Yunsid 1

p i1y

32



F FIGURA 14

T T TTTTTTTT

T

FIGURA 15

33



10

40
30

50
51

200

7. PROGRAMA DINAL

PROGRAM DINAL

REAL SI,SK,SC,SRD,SRE,STO,STlO,TTMAX,DTT,TT,THETA,MOMG,KMAX,
DTTMAX , TTSUP ,MRG, MAG

DOUBLE PRECISION WO,SMC,DZETA,ZITA,PIZ2,T0,A,B,C,TMAX,K,T,
X,Y,Z,Qll,QlZ,QlB,Qi4,Q21,QZE,QZB,Q24,U,V,U1,V1,VMAX
INTEGER NPUNT,I

Agui hay que programar MA(L) Aqui hay que programar Mx(t)

M) =0ATT M(TT)=SIN(6.2BA*TT)
F(T,PI2,T0)=PI2Ax2450XTOAT F(T,PI2,T0)=PI2A*2*SIN(6.28XTAT0)
01(Y,K)=KAY

02(X,V,%,K,A,B,C)=K*(Z-CAX-BASG(Y) ~AXY)

WRITE(X,10)

FORMAT(' Entrarvr I,k,c,Rd,Re,Ang.inic,Vel.inic, Mc'//)
READ(*,*)S8I,58K,SC,SRD,SRE,;5T0,8T10,8MC

WO=8SQRT(SK/SI}

IF(SMC)30,40,30

SMC=SKASQRT (STO**2+ (ST10/W0) A%2)

DZETA=SC/SQRT(44ASKASI)

ZITA=SRD/DABS (SMC)

PIZ=6.28318530718

TO=PI248QRT(81/8K)

WRITE(*,50)81,8K,SC,S8RD, SRE,W0,T0,DZETA
WRITE(*,51)%ITA,S8T0,387T10,8MC

FORMAT ('’ ’,’I=’,F7.3,3X,'k:’,F7.3,3X,’c=’,F7.3,3X,’Rd=’,F7.3,3X,
’Re=’,F7.3,3X,‘wO=’,F7.3,3X,’T0=’,F7.3,3X,’DZETA=’,F7»3//) '
FORMAT( ' ',‘ZITA=’,F7.3,3X,'anq.inic=’,F7.3,3X,‘vel.inic=’,F7.3
/3%, 'Me=" ,F7.3//7)

A=2%DZETA*XPIZ

B=ZITAAPI24%2

C=PL2**2

VMAX=80RT( (WO*ST0 ) **%2+ST10**2)

KMAX=DZETA+Z ITA/VMAX

DTTMAX=TOAKMAX

TTSUP=100004ADTTMAX

WRITE(4,59)TTSUP, DTTMAX

FORMAT( tsup=’,F10.3,3X,’deltatmax=',F7.4//)

WRITE(#,60)

FORMAT(' Entrar tmax,deltat’//)

READ( 4, %) TTMAX, DTT

TMAX=TTMAX/TO

K=DTT/T0

NPUNT=J INT(TTMAX/DTT+2)

WRITE(13,+)NPUNT

U=5KA8T0/5MC

V=3KXxT0AST10/3MC

T=0

TI=0

MOMG=8SMC/SK*F(T,P12,T0) /PI24*2

MRG=~8RID/SKASG (V)
WRITE(13,*)TT,8T0,8T10/W0,MOMG ,MRG, ~-T0*DZETA*AST10/3.1415927
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70

20

80

110

100
120

Do 80 I=2,NPUNT

®=U

Y=V

Z=F(T,PI12,T0)

011=01(Y,K)
021=02(X,¥,%,%K,A,B,0)
X=U+011/2

V=U+021/2

Z=F(T+K/2,P12,T0)
012=01(Y,K)
022=02(X,¥,%,K,A,B,C)
X=U+012/2

Y=U+021/2

013=01(Y,X)
023=02(%,¥,%,K,A,B,C)
X=U+Q13

Y=U+023

Z=F(T+K,PI2,T0)

014=01(¥,K)
024=02(X,Y,%,K,A,B,C)

U1=U

V1=V :
U=U+(Q11+24012+24013+014) /6
V=U+(021+24022+240234024) /6
T=T+K

IF (.NOT.(DABS(V).LE,DABS(V1-V).AND. (ABS(F(T,

*x PI2,T0)-CAU).LE.(SREXPI2442/8MC)))) GOTO 20

U=U1

V=Vl

TT=T#TO0

THETA=3MC/SKAU

MOMG=F (T ,PI2,T0)/PI124%x2*~3MC/ 3K
MRG=-8RD/SK*5G(V)

VEL=8MC/SKAV /WO
MAG=~8MCADZETA/SK/3.14159274V
WRITE(13,*)TT,THETA,VEL,MOMG , MRG,MAG
END

FUNCTION 5G(X)
DOUBLE PRECISION X
IF(%) 100,110,100
SGX=0

GOTO 120
SGX=X/DAB3 (X)
8G=8GX

RETURN

END

Caso de sistema excitado con M*(-t):sew(lﬂt)
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20

60

30

40

70

READ(

22 ,%)NPUNT

DO 20 I=1,NPUNT
READ(22,%)X
X1(I)=(X-XMIN) / (AMAX-XMIN)
READ(23,%)Y
Y1(I)=(Y-YMIN)/{YMAX~-YMIN)
DIVX1=DIVX/ (XMAX-XMIN)
DIVY1=DIVY/ (YMAX-YMIN)

CALL
CALL
CALL

CALL

CALL
CALL
CALL

GKS$OPEN_GKS (' SYSSERROR: ‘)
GKSSOPEN WS (WS_ID,GKS$ CONID_DEFAULT,GKS$K_WSTYPE DEFAULT)
GKSSOPEN_WS(WS_ID, TXA5:’,13)

GKS$ACTIVATE WS (WS_ID)

GKSS$SET VIEWPORT(1,VP5,VP6,VP7,VP8)

CKSS$SELECT XFORM(1)

GKS$CREATE_SEG(SEG_NAME)

IF(OPC) 60,70,60

DO 30 J=XMIN/DIVX,XMAX/DIVX
XMAR(1) =J*xDIVX1+XEXV(1)
XMAR(2)=XMAR(1)
DURX(1)=VYEXH(1)-.01
DURX(Z2)=YEXH{1)+.01

CALL

GKSSPOLYLINE(2,XMAR,DURX)

DO 40 K=YMIN/DIVY,YMAX/DIVY
YMAR(1)=KADIVY1+VEXH(1)
YMAR({2)=YMAR(1)
DURY(1)=XEXV(1)-.01
DURY(2)=XEXV(1)+.01

CALL
CALL
CALL
CALL
CALL
CALL
CALL
CALL
END

GKS$POLYLINE(?2,DURY, YMAR)
GKS$POLVLINE(2,XEXH, YEXH)
GKSSPOLYLINE(2,XEXV, YEXV)
GKS&$POLYLINE(NPUNT,X1,Y1)
GKSS$CLOSE_SEG()
GKSS$DEACTIVATE WS (1)
GKSS$CLOSE_WS (1)
GKSSCLOSE_GKS ()
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FIGURA 16

La parte izquierda de la figura l1l6,muestra la evolucidn del
sistema a lo largo del tiempo.

La parte derecha, el gréfico del planc de fase en donde se ve
que el sistema se amortigua en forma de espiral exponencial, y su
panto final es el origen de coordenadas, o sea, el reposc en el pun

t0 cero.

8.1.2 Régimen critico

\3:1

h: 0101

o *

-------------------

FIGURA 1%
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 En éste régimen se observa que debido & que no hay oscilaciones,

en el plano de fase no complementan ciclos.
8.1.3 Régimen sobreamortiguado
25 = 2,587

PIGURA 18

Se observa que el méximo desplazamiento es menor que en el ca-

80 anterior pero el sistema tarda més en llegar a reposc.

8.2 Comportamiente forzado sin rozamiento

En ésta seccidn, ademés de no haber rozamiento, se considerars
una excitaeidn M*(t”):é&w(ZITt*) .
Como Tp=1, Wo™ =21 » 1o que significa que ésta es la excitaeidn
de resonancia del sistema.
2 WL L2
La velocidad inicisl es 9,,:0 y la posieidn inicial 90 =1

8.2.1 Régimen subamortiguado
6 20,229
h = 0, 01

Yo



FIGURA 19

-
o
v §’

En el cuadro izquierdo de la Figura 19, se hells superpuegto
»E L
al gréfico de 6 , el de M H’) Se observa que luego de un breve ré-

*
minen transitorio, el sistema se estabiliza en Qm“=232., que coin-

cide con lo predicho en la Pigura 3.

En el cuadro derecho de la Pigura 19, se ve como luego del

transitorio, el esquema oscilaré en forma circular en el plano de

fase. 51 Wyl , oscilaré en forma elfptica.
We

8.2.2 Régimen critico
g1

9”

FIGURA 20

L1
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Se observa que en éste tipo de régimen se consigue el transi-

torio més breve.

8.2.3. Régimen sobreamortiguado

2:2,337
=0,04
- o™ g

{zn-
! 1

3

4

L ™

PIGURA 21

Se observa en ésta figura y en las anteriores, que ne el plano
de fase, el circulo que representa el régimen permsnente es menor
cuanto mayor es la amortiguacidn, lo que significa que el estado

energético del sistema seré cada vez menor.

8.3 Comportamiento libre con rozamiento
En ésta seccidn se considerark ¥:0,y RizRe.

. X%

La velocided inicial es siempre’ ©,=2W y la posicidn inicial

0#)‘= o

Si se toma

7:0,[67
lq: 0,001

b2
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FIGURA 25
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9.CONCLUSIONES

Con el programe DINAL, de ha obtenido una poderosa herramientea
para el anfélisis de los sistemas din&micos de un grado de libertad que
incluyen friceidn.

Los resultados obtenidos coinciden con los predichos por el libro
de DEN HARTOG "Mechanical Vibrations", o con el caso de las soluciones
calculadas snaliticamente cuando es posible.

También se verificé la estimecidén de la duracidén del régimen tran
sitorio cuando existe friccidn seca,

Se comprobdé ls notable estabilidad del esquems numérico propuesto,
sin embargoe, es conveniente tomar pasos temporales menores que el méxi
mo admisible & fin de que las soluciones sean precisas. En el caso de
sistemes con rozamiento es conveniente que sea siempre h(CLOl y pués
es necesaria una gren precisidn para determinar el momento en que cam

bia de sentido,el movimiento,
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