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S = s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7
W19,���'�m�#"% Q9

si
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S∗
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)��(@�9V�17i�
S∗ = s6, s4, s1, s5, s7, s2, s3
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(s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7) ⇒ Median F ilter ⇒ (s5)
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f − z
�A.,��)�"%�(;é35��$!$(�^WP��.

7VTâ"x���� ��%;,.��0��?:�'�(���>G���"%;:��35����)ê���x�'9,�J35����sO?,��;: �TV �WP"#����;O?,)>78���¡�t�ÊF¾��F
f − k
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f	"��'9,��)�"��'�( #"�$($!T��Y�I�(�1�($!$(?,�����'"�����.y"%�I35��$($!�^W1�p@

�!;,*,?:�1.0"o�Q" ⇒ V SP (z, t)

\^�ß���%?,�'�!���c���'"%;,��35���'){�(;y��9,�+�'�()��D.,�(���� N���(�%; ⇒ V SP (z, ω) =
∫

V SP (z, t) e(−iωt)dt

\^���0��?:�'�(���P���'"%;,��35���')å�!;q��9,�/��*0"% ��m.,�!�'�� N���!��; ⇒ V SP (k, ω) =
∫

V SP (z, ω) e(−ikz)dz

¹P�%�'9w.,��)�"%�!;,�J"��'�	� �2 Q90"%;,@���"%7,$!�x7VT����'"%;,��35���')��(;,@X"%;,.�70"% QRé����"�;,��35����)��!;,@X�'9,�	.,"��Q":F
�P��)�*,?:��"����!��;0"%$!$!T���9,�j���'"%;,��35�%�')��l"%���z.:��;,�g.,�(@��Y�Q"%$!$!T�7VT�"p��"%���Ä�0��?,���(����G���"�;,��35����)æ�Ê�M�ÄG��
"%;,.`�!�'�I�(;V�����'���%F
�l�(@%?,�'�¤\%F¼r>�!$($(?:�����'"������

fk
-0$!�'�����(;,@,FÆ~[;J�'9,�D���!)��  [.,��*:��9q.:��)J"��(;q">u+E:v½���� ����'.y$!�2��RO�c$!�(R��

��9,"��1��;�-0@�?,���|\�F¸r%"V� FMGI9,�/����$!�2 ��!�[TJ�%3l��"% Q9`������;V�p�!�I.,��-0;:��.x"��1�'9,�/�'$!��*8�+��3Ä�'9,�/"%�'���!��"%$
���!)����

v = z
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�'9,�>��"%���'94��9:�'��?,@%94��9:�>7i���'��9,��$(�U� \^Âo�ÊFCB+;: ����'9,�>.:�LW1;:@����(;:@��'?,78�NWc"#�%�`�t�(;:.,�( �"�����.
7VTÐGcbÏ\L�y�'��"% Q9,���`��9,�S7i�%�'�'��) �%3m��9,�S7i���'��9,��$(���D�!��@%�����`�'���0�� N����.ã70"% QR����é��9:�
��?,��3t"% ����t�(;:.,�( �"�����.�7VTaGcb·k%�H.:?,�I���+��9,��"% ���?,�����( I�!)�*i��.,"%;, ��1"o�H��9,�17i�%�'�'��)��%3i��9:�
7i���'��9,��$!�%F

• ���(@�9D35����sO?,��;, �Tm;,���!�'�j"��&$("����M�'�()��M�'�� �����.,��.m7VT+��9,�M�'��"% ��g"���Â�_%)`F&GI9,�(�&�(����$(�� �������;,�! 
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¹P�N35���'�aWP"^�%��-0��$(.X�'��*,"%��"��'�(��;��&�'9,�a-0�'���m������*XWP"%�+���`�'����"%)�*,$(�h�'9,�A.0"���"y�'�`35����)�_2F!\A)��
���½\x)����'�d.,�� ��'��"%�'�x���Q"��'�(�����( �"%$��0?, N��?0"��'�(��;:��FÌGI9,�4WP"#����-,��$(.Ð����*0"%�'"����!��;½WP"%�� #"%���'�(��.
��?:�C?,���(;,@q.:�!�8���'��;V�C�'�� Q9,;,�!sO?,���/"%��.,�!�' �?:�'�'��.¡78�N35���'��FC<��N�U�#�i��9,��.,����"%�($!�1�%3M��9:��WP"^�%��-0��$(.
�'��*0"%�'"����!��;`"%�'�+��9,�^W1;}F
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~[;â��9,�q35RX.,��)�"%�(;��M�!�>�(�a*i���'���(7,$!�����¡�����y�!31�'9,�y���%��;V����"%�'�q"%$(�("%�'��.}F = $(�("%�'�!;,@	�!�a"x ���;U 
�'��sO?,��;, ��A�%3g�(;,��?�¸� ��(��;V�+��"%)�*,$!�(;,@�"%*,*,$!�(��.	���J�'9,�>�'�J��9,��Wc"#���N-0��$!.SW19:�( Q9Z�(�p"J35?,;, N���(�%;
�%3I�'�()��J"%;:.â.,�(���Q"%;, ��%FxbÐ9,��;d��9,���'��"%����35�NWP���h��90"%;d�[Wz�Z��"�)�*,$!����*8���h �TU �$!�%�j"%;��(;,*,?2�
�'�!@�;0"%$g"�����;,��35�'��sU?:��;, NT�TU�(��$(.,�/��9,����"%)�����"%)�*,$(�A��"%$(?:���J�Ê"%;d9:��;, ��y"%*,*i�#"%�����'�	7i�^��"��
"%;,����9,���D35�'��sO?,��;, �Tº� ÃOÁ���F = $(�("%�'�!;,@y"%*,*:$(�(���D����7i�%��9Z���!)��h"%;,.S�'*0"% ��A ��U���'.,�!;0"��'����Fa~[;¡��9:�
���!)��+.:��)J"��(;y��9,�m��"�)�*,$!�(;,@h�'9,���%��TyTU�(��$(.,�C"�)�"o�2�()>?,)|?,;,"%$(�("%�'��.�35����sO?,��;, �T4����<�TUsO?,�(���
35�'��sO?,��;, NT�Fc~�3l���%��;V����W1�!��9�9,�!@�9,���1�'90"%;���9,�!�c35�'��sU?:��;, NT	"��'�/ ���;V��"%�(;,��.4�!;y��9,�m�'�!@�;0"%$��'9,��T
"%$!�n"%�I"���$!�^WP���c35�'��sO?,��;, ��!����FPGI9,�/��"�)��/90"%*:*8��;,�1�(;y��9,�/.,��*:��94.,��)�"%�(;qW19:���'�/��9:�m��*0"��'�n"%$
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fnyq =
1

2 ∆t
=

1

2 (0.001s)
= 500 Hz

GI9,�h�'"%)�*,$(�!;,@��'"����>�(;	.:�(����"%;, ���� 4z = 2.5m
�1TU�(��$(.,����9,��Wc"#����;O?,)h7i���m"��pW19:�( Q9Z���%��;V���

"%$!�n"%�Am2��9:�(�I�(�I@%�!����;47VTæ@



����������� �"!$#&%��'�(�*)��+��,.-���)/-102)��3�'�54�6+)7,8�:9������;�'�54���� -1-<)7=?> k�Ã

knyq =
1

2 ∆z
=

1

2 (2.5m)
= 0.2 cycle/sec = 1.25 rad/m

�l�(@%?,�'��\�F!\#ºJ�'9,�^W1�+��9:�
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• ���!;,�#"%���!�[T��%3j�'9,�h���%��;V���/.,?:�>���J�'9,���!�p$!�(;,��"%�C)��^������?:���+�!;	��9:� t − z
.,��)�"%�(;�FpGI9,�
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WP"#����;O?,)>78���+"o�2�(��Fc<C�����/��90"��1�'9,�>"�*,*0"%����;V�C�%��$!�2 ��!�[T��%3Ä��9,�m.,�^W1;,@����!;,@A��?,7i��WP"#���
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�'9,�/�%��9,���I�'�!.,�/�%3Ä�'9,�/*,$(���#F
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"%*,*:�'�V"% Q9S��9,���'�!@�;0"%$M�'�x"#���%�(.�.:�(���'�����m�Y�#F = �>"` ���;:�'��sO?,��;, �����9,�����%��"%$H�'��)��^��"%$H�%3z��9,�!�
;,���!�'�+ �"%;,;,�%��7i�m"% Q9,�(�N����.}F
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���h�'9,�/*0"%�'�'"%@��+�%3Ä"hWP"^�%��-0��$(.` #"%;�7i�

)��2.,��$(��.J"%�j��9:�p ��%;O�%��$(?2���(�%;��%3���9,�C�'�A�,�� ��'�!�U�!�[T
r (t)

�'���'�(���zW1�Y��9A��9,�C�(;,*,?2�P���(@�;0"�$
w (t)

���
��9:���j"%����9}FjGI9,�!�I�(�A@

e (t) = r (t) ∗ w (t)

GI9,�g�'���0�� N���!�U�Y�[T+�'���'�(���
r (t)

�!�� ���;,������?, ��'��.h7VT+ ���)�*:?:���!;,@I��9,�j;,����)J"�$��(;, ��(.,��;, ��j���A�0�� ����!��;
 ��U�A¸� ��(��;V�Ä?,�'�!;,@C�'9,�g.,��;,���!�[T

(ρ)
"%;:.m�%��$(�U ��Y�[T

(v)
$(�%@���F = �l��"% Q9h$!��@1��"%)�*,$(�H�'9,�z���A�0�� ��'�(��;

 ��U�A¸� ��(��;V���(�I@%�!����;47VTæ@
r =

ρ2v2 − ρ1v1

ρ2v2 + ρ1v1

W19,���'�mk��!�c"%���'�(@%;,��.q�'�>��9,�p.,����*8���c��"%)�*,$!�%FjBD;, ��p��9,�p�'�A�,�� ��'�!�U�!�[T��(�z #"%$! �?,$("�����.J�!;q.,��*2��9
�!�q�(�q����35�����'��.Ð�'�d�[WP�éWP"^T�����"#�%��$!�'�()��	7VT�?,���(;,@d�'9,�Z�'�%;,�( 	�%��$!�2 ��!�[T�F�GI9,�(�y���A�0�� ��'�!�U�!�[T
�'���'�!���I�(;����()��p�!�P��9:��;y ��%;O�%��$!�%��.�W1�!�'9�"%;y�(;,*:?:�c����?,�' ��DWc"#�%��$(�N�

w (t)
���a��7:��"%�(;q"h)��U.,��$

�'���(��)���@%��"%)æ��90"��1����*,��������;V���p"A»��������%�8�'�N���'���!�')��( D�'��"% ��%F
~[;�����.,���J�'�����'"%;,��35���') ��9,�	$(��@����(;V���X���()���mC�!���(�q;:�� ����'�'"%��Tw�'�d?,���Z�(;V��������"%$1����$!�2 ��!�'�(���
"%�/)��#"%��?,�'��.X35�'�%) ��9,�A����;,�( A$!��@,F��0���/.,��*:�'9,�m�'90"%$!$(�^Wz���+��90"�;�º�_�) W19,���'��;,�`$(��@yWP"%�
"% �sU?:�(�'��.`�'9,�+����$(�U ��!�[Tq�(�I ��%)�*,?2����.�35�'�%)|��9,�+-0�����C7,�'��"%RJ�'�()��+�%3Ä�'9,�+-0�'���Cu+E:v½�'��"% ���"o�
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º�_a)|�'��7i�mÅ%ÃV_a)�´���F
GI9,���(;,*:?:�jWc"#����$(�N�

w(t)
�O �"%;�7i�����!�'9,���g"+��9,�����'�N���! #"%$���TU;V��9:�����! �WP"#����$(���P�'?, Q9q"%�g"��1�( QR����

WP"^�%��$!���4���q��9,�Z�����'�()�"�����.Ì.:�LW1;:@����(;:@e���(@�;,"%$C35����) �'9,�S"% ��'?0"%$Du/E2v|.0"���":F = �1�( QR%���
WP"^�%��$!���C90"%��"a»�������*:90"%�'�/���(@�;0"o��?,���%��"%;,.��!�I@��!�%��;`7OT��ÆÃOÁn��@

f (t) = (1 − 2π2f 2
M t2) e−π2f2

M
t2

W19,���'�
fM

�'��*:�'������;V���g��9,�1*i�#"%R�35�'��sO?,��;, �T��%3i��9:�1WP"#����$(����FjGI9,�1*8��"%R>35�'��sO?,��;, NT��(�H Q9,������;
 �$!���'�D�'�h��9,�+*i�#"�R�35�'��sO?,��;, NTy�%3���9,�/"� ���?,"%$������(��)��! D.0"���">W19,�( Q9��!�I"%*,*,���#�:�!)J"o����$YTJr%_a�C»�F
GI9,�������'�()�"����a�%3g��9:��.:�LW1;:@����(;:@`�!;,*,?:�/���(@�;,"%$Ä35����) ��9:��"� ���?,"%$lu/E2v�.0"���"`�!�+��7:�Q"��(;,��.
7VTx"#�%����"�@��(;,@���9,��.,�^W1;,@����!;,@q*,?,$!�'���L�%���+"�$($&��9,���'�� ����Y�����p$(���%��$!�D"%;,.xW1�!;,.,�^W1�(;:@J�!��W1�!�'9
"h]�_�)��c ����'�!;,�p7i��$!$i�[TU*i�DW1�(;,.:�LW/Fj�Ä�(@�?,����\�FY\^Ây�t"V�z"�;,.S�t7��g�'9,�^W·"h ���)�*0"%���(����;J�%3�"hr%_
�C»>���! QR%���CWP"^�%��$!���/"%;:.4��9:�h"#������"%@��>�����'�()�"�����.	.,�^W1;,@%���(;,@�Wc"#�%��$(�N�D� �2�'��"% N����.x35�'��)6��9:�
u/E2v�.0"���":Fa¹P�%�'9S�'��"% ����m"%���a��"%)�*,$(��.S"��m_:FY\�)���FaB+7:�'�������A��90"o�+��9,�A�N�U�'��"% N����.SWc"#�%��$(�N�
90"%�j"+7,���V"%.,���M35�'��sU?:��;, NTa70"%;,.2W1�(.:�'9}�O*0"%���'�( �?,$n"%��$!Tm"��j��"%�'$YT��'�()����lW19:�( Q9A)J"�R%���j�Y�M�'*:�(RO�(���
"��I�'9,�/��;,�'�N���%3Ä�'9,�/��;,���'@%T%F
�l�(@�?:�'��\�F¸k%_S�t.��D"%;:.��è3Q�p�!$($!?,���'��"��'���C�'9,�a�[WP����T2;V�'9,���'�( A����"� ����/)�"%.,�h?:�'�(;:@��'9,�A�1�( QR%���
WP"^�%��$!����"%;,.q�'9,�D�������!)J"o����.J.,�^W1;,@����!;,@h�'�!@�;0"%$Ê�2������*8�� ����Y����$!T�Fg�l�!@�?,����\�F¸k%_�"V�g"%;,.�\�F¸k%_%7��
"%���A�'9,���'��;,�! h����$(�U ��!�[TZ"%;,.S.,��;,���!�[TS$(�%@����������'*i�� N���Y����$YT�FJ�l�(@�?:�'�ä\%F¼k%_� ^�D�(�D�'9,��������?,$!��"%;V�
�'���0�� N���Y�2�Y�[T�F = $($%�%3:�'9,�z$!��@��&"%���z�!;+�[WP��Wc"#T/���'"^�%��$Y���()��%F&GI9,�j-0@�?:�'�â\�F¸k%_%.��}��9,�^W1�Ä��9:�g��TU;2 
��9:�����! ������!�')���@���"�)å��7:��"%�(;,��.4?:�'�(;:@���9:�hr%_%�C»����! QR%����Wc"#�%��$(�N�D)h?:$!���!*,$(�C35�'���mW19,�($!�+-0@�?,���
\�F¸k%_%�#�p�(�+ ��%;O��"%)��(;0"��'��.¡7VTZ)h?,$Y���!*,$(����F>GI9:�������(��)��%@���"%) ?,���(;,@y��9:��"#�%����"�@���.:�LW1;:@����(;:@
*,?,$!�'�/�(�I��9,�^W1;	�!;q-0@�?,���å\�F¸k%_�3��NF
GI9,�m���'�'��;,@J"%)�*,$(�Y��?,.,�p������;V�+"�����9,�/��;:�'���C�%3Ä��9,�m��TU;V��9,�N���! ����'"% ����C�!��"%;	"������Y3t"% ��1.:?,�m�'�
��9:�+$n"% QR��%3lRO;,�^W1$!��.,@��/�%3&�'9,�DWP��$($�$!��@��I"��c.,��*:�'9,�1�'90"�$($(�^Wz���c�'90"%;`º�_%)`FMGI9,�!�I ��'��"�������"%;
�()�*i������"%;V�j Q90"%;,@��p�(;A��9,�p"% ���?:�����! C*:�'��*i�������(����FHGI9,�!�z�N����;O�c.,�2���P;,���P����*,�����'��;V��"%;VT���"%���'9
�'���'*i��;,���a"%;,.4)h?,���p;,�%�C78�m)��(�'�!;V������*,�'�N����.x"%�p"��'��"%$&�'���0�� N���(�%;}F1~��p ���?,$(.478����$!�()��(;0"��'��.
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����������� �"!$#&%��'�(�*)��+��,.-���)/-102)��3�'�54�6+)7,8�:9������;�'�54���� -1-<)7=?> º�]

»+¼¹½$¾1¿ÁÀ�Â$Ã¹ÂKg�Å6�°Õ�ãUÖÑÌ	¿Á¼ÞÙ�Õ$Ü�äæÀAÍ°ÀpÀpÜ�ô�¼ÞÝÓå�ÀA¿�ÍBÌÎß�ÀpàÞÀ�Ò{Ì�Ü1Ï�ÌÎß$Àp¿ÁÌ�½$À�Ï1ÕÚÍ�Ü1½�Õ$¼ÞÜ1½KÖ�¾1àÞÙ�Àï×è¿ÁÕ$ã
ÒFÇ�ÀïÈOÉ<ÊkÏ1Ì	ÒÓÌ�ÃïÌ�ó�ù	þ�h(íDô(¼¹ÝÓå�ÀA¿�ÍMÌÎß$ÀAàÞÀAÒpÃ�äæóUi8ß$Àp¿ÁÌ�½$ÀDÏ1ÕÚÍ�Ü1½$Õ�¼ÞÜ1½�Ö1¾1à¹ÙÁÀï×è¿�Õ$ã ÒÁÇ1ÀïÈOÉ<Ê
ÏÑÌ	ÒFÌ�ÃMÝÚóji�ãUÖ1à¹¼¹ÒÁ¾1Ï1À�ÀpÙ�ÖºÀAÝAÒF¿ÁÌUÕ�×�k�Ì�óÓÃMÏæó_i�ãÛÖ1à¹¼¹ÒF¾�Ï1À5ÙÁÖæÀpÝ�ÒF¿FÌÛÕ�×Uk�Ýnó³Ã°Æ�¿ÁÌ�ÝpÀAÙ�Ì�¿�À{ÙÁÌ�ãÛÖ1àÞÀAÏ
Ì	Ò(þ�Ã�ÂÎãÛÙpÃ
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»+¼¹½$¾1¿ÁÀ�Â$Ã Äoþ�Å É�áfÜ­ÒFÇ�ÀAÒF¼¹Ý ÙÁÀp¼¹ÙÁãÛÕ$½$¿ÁÌ�ãUÙAÃ Ì�óÁÉfÕ�Ü1¼ÞÝÐß�Àpà¹Õ<ÝA¼¹Òâá à¹Õ$½1Ã äæó7÷�ÀpÜ1Ù�¼¹Òâá à¹Õ$½1Ã
Ýnó7ô(À�ýÑÀpÝ�ÒF¼�ß<¼�ÒâárÙ�Àp¿Á¼¹ÀpÙ5¼¹ÜqÒâÍMÕ�ÍMÌÚá2ÒF¿ÁÌ�ÝpÀïÒÁ¼ÞãÛÀ�Ã5Ïæó�É�áfÜ�ÒÁÇ1ÀAÒÁ¼ÞÝDÙÁÀA¼ÞÙ�ãUÕ$½�¿FÌ�ã ¾1Ù�¼ÞÜ1½�ÒÁÇ1ÀUù	þ�h(í
ô�¼ÞÝÓå�ÀA¿BÍBÌÎß�ÀpàÞÀ�Ò�ãï¾1à�ÒF¼ÞÖ�àÞÀ�×è¿ÁÀAÀ�Ã'ÀnóBÉ­á<Ü­ÒÁÇ1ÀAÒÁ¼ÞÝ5ÙÁÀA¼ÞÙ�ãUÕ$½�¿FÌ�ã"¾1Ù�¼ÞÜ1½ïÒÁÇ1ÀOù	þ�h(í5ô�¼ÞÝÓå�ÀA¿BÍBÌÎß�ÀpàÞÀ�Ò
ÝpÕ�Ü�ÒFÌ�ãÛ¼ÞÜÑÌ	ÒÁÀpÏ:ä­á3ãï¾1à¹ÒÁ¼ÞÖ1à¹ÀpÙAÃ_×³ó�É�áfÜ�ÒÁÇ1ÀAÒÁ¼ÞÝ�Ù�Àp¼ÞÙ�ãUÕ�½$¿FÌ�ã ¾1Ù�¼ÞÜ1½|ÒÁÇ1À�ÌÎß$ÀA¿FÌ�½�À�Ï�ÕnÍ�Ü�½$Õ$¼ÞÜ�½
Ö1¾1à¹ÙÁÀ5×è¿ÁÕ�ãÿÒFÇ�À�È�É<Ê3ÏÑÌoÒÓÌ�Ã�Í�ÅmlÔÌ�ä1¼ÞÙ�åoÌÚÍkãUÀAãïäæÀp¿pñ�¾bÅ�¿ÁÀA½$¼ÞÕ$Ü1Ì�àb¾1Ü1ÝAÕ$Ü�×èÕ$¿�ãU¼�Òâá$Ã
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GI9,����TU;V��9,�N���( �����"� ��m?,�'�!;,@��'9,�>�������!)J"o����.�WP"^�%��$!���+.,�!�'*,$("#T2�C"�9:�(@�9,���I35�'��sO?,��;, �T	 ���;V�'��;V�
"%�A�(�a� �2*8�� �����.�35�'�%)ä��9,�� ���;V����$Y����.½�(;,*:?:�AWc"#����$(�N�#F½�C�^WP�N�������I�^������"%$!$I78�%�'9½��9,�^Wå��9:�
��"�)��D35��"���?,������ Q90"%�'"% ��'���'�!»���.47VTæ@

• = ���'�'��;:@�*i���'�Y���!�%��*8��"%Ré"%�'���2 ��n"��'��.eW1�!��9e��9,�`�'��@��(�%;0"%$I?,;, ���;:35����)��Y�[TÌ��\#]�_%)J�h"��
"%*:*,�'�#�2�()�"�����$!TJ"���_:F¸k%_a�'�� ���;,.:��FgGI9,�(�1�'��*,�'���'��;O�'�D"a���'�'��;:@�-0����������.,���I���A�0�� ����!��;}F

• = ��������;,@�*8��"%RJ�N����;V�p"%�'���2 ��n"��'��.�W1�!�'9q��9,�+b�"%7,�(��Ro"^W�)���)h7i���/� \Lk%_%)J�P"���"%*:*,�'�#�O 
�!)J"��'��$YTx_:FY\^]VrJ���� ���;,.,��FJGI9,�Abd"�7,�(��R�"#Wçf4��)h7i���/�Y���'��$!3g�(�+�'�2�q�'9,�(;Z���`*,���2.,?: ���"
�����'�%;,@/�'�A�,�� ��'�(��;�"%$!$:7VTA�!�'�'��$Y38"%;,.A��9,�!�H������;V�P����*,�����'��;V���z�'9,�I��?,;:�(;,@/�%3i��9,�IWP"#����$!����F

• G&Wz�p�')�"%$!$�*8��"%R+���%��;V���l"��Ä_:FY\#ÃC���� ���;,.,�l"%;,.h_2F!\Lkc���� ��%;,.,�M"��'�'�U ��("�����.mW1�Y��9m�(;V���'"%7i��.
 ���;V����"������IW1�Y��9,�!;��'9,���P$(��"%��WP"����������%�')�"����!��;}F

V'W�«�Won ¬:v�~'²â¯�efu/eQc'yUa�]te<®�²âg<e

�Ä�(@�?,��� \�F¸k2\¡�'9:�LW1�	"e ���)�*0"%�'�!�'��;�7i���[Wz����;���9:�X ����'���(.,���y���Q"% QRO�4"%;,.Ð��9,�S��TU;V��9:�����! 
���'"% �����FyvÄ"%;,��$(��"V�+"%;,.S7��/��9,�^W¤��9:����?2���'�!.,�� ������'�(.:���'�D35���+�'9,�

fk
"�;,.�)���.,�("%;Z-0$!�'������.

.0"���":�H�'���'*i�� N���!�%��$YT�FXvl"%;,��$c ^�h"�;,.â.�����9,�^W|��9:�q��TU;V��9,�N���! y�'���!�')���@��'"%)ê�%7:�Q"%�!;,��.�?,�'�!;,@
��9:�`r%_x�C»��1�( QR����>WP"#����$(����"%;:.d��9,�y"#�%����"�@����A.,�^W1;,@��%�(;,@x*:?,$(���q35�'��)���9,�J.0"��Q"2FXvÄ"%;,��$
�^�p��9,�^W1�+��9,�a����;,�( a$!��@q�!;x�[WP��Wc"#Tx�'��"#����$l���!)���F = $($�����"� ����/90"#�%��7i����;Z-0$!�'���'��.¡?,�'�!;,@�"
\^_o �\LrL [Â�_o Q\%\^_A�'��"%*i��»����(.,"%$Ä35����sO?,��;: �T¡-0$!�'����Fh<C�����h��9,"��+��9,�a��TU;O�'9,���'�( a���'"% ����/��;,.X"��+��9:�
@����#"��'������.,��*:��9`�%3���9,�/����;,�( /$!��@,F
= $!$2�'9,�I���%��;V���g�'�� ���@�;:�(»���.A78�N35���'�I��;a�'9,�I��TU;V��9,�N���! 1�'��"% ����j"%���I�'�� ���@�;:�(»���.A��;a��9,�I ����'���(.,���
����"% QRO�c"%;:.J"%$!�(@�;hW1�Y��9,�%?:�g"%;VTA)J"^K����H)��!�')�"��� Q9:�(;,@D�!;��'�()��%F�GI9,�135��$($!�LW1�!;,@p35��"���?,�����g)J"#T
7i�m�!.,��;V�'�!-0��.b@
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35�'�%)�35R�-,$!�����'��.�.,"��Q":FÄ7��'BD?:�'�'�!.,�I ������'�!.,���'�Ä35�'��)�)���.,�n"%;h-,$!�����'��.�.,"��Q":FÄ ^��EUTU;O�'9,���'�( 1�'���(�  
)���@���"�)ç?,�'�!;,@��'9,�D�1�( QR����PWP"#����$Y�#FH.���EUTU;V��9,�N���( p�'���!�')���@��'"%)ç?,�'�!;,@��'9,�D"#�%����"�@��D.,�^W1;,@��o 
�(;:@AWP"#����$(���135����)|��9:�/u+E:v�.0"o�Q":FH�#�'E2��;:�( D����$(�U ��Y�[Tq$(�%@��!;q�[WP��Wc"#Tq�'��"#����$����()��%F
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• = )�"LK����A*i���'�Y���!�%��*8��"%Râ���%��;V�y"���"%*:*,�'�#�2�()�"�����$!Tâk%_�_¡)��4�t.:��;,�%�'��.½7OTe~���;½�'9,�
-0@%?,�'�#�I ����'������*8��;:.,�(;,@a�'�A�'9,�/�'��@��(��;,"%$}?,;, ���;:35����)��Y�[Tq"o��\#]�_%)`F
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m d2

dt2
x + kx = 0
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= −π ∆x
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k = sample position
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n = window length in samples

a1 = 0.35875

a2 = 0.48829

a3 = 0.14128

a4 = 0.01168
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t − x
 �?:������FzGI9:�(�1�(�A@

vaverage =
4x

4t

��kUF¸]V�

W19,���'� 4x
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���8�� N���+W1�!�'9,�(;4��9,�A�j"%����9x���%@����'9,���pW1�Y��9x�'9,�a �$!���'�h��*0"% ��(;,@�7i���[Wz����;¡��9:�a�'�� ����Y��������F�GI9,�
�')�"%$!$��'��*0"%�'"����!��;y78�N�[WP����;`��9,�+���� ����!�%���'��)�"%R%�D�'9,�D���!)��D.:�!�8���'��;, ��D�'�A78�+ ���)�*,"%��"%7:$(�C�'�
��9:���'"%)�*,$(�!;,@q��"o���A"%;,.S"%�m"y ��%;,�'��sU?:��;, ��J$n"��'@��h?:;, ������Q"��(;V�[TZ�(;Z�'9,�h����$(�U ��!�[T	�������()�"��'�����
�'*i�� ��n"%$!$!T¡W19,��;é�'9,�q����$(�U ��Y�[T��!�h9,�(@%9,����FSGI9:�(�a #"�?,�'���A"%;,��)�"%$(�%?,���'��"#����$!���!)����h"%;:.½"��a"
 ��%;,�'��sU?:��;, ��y���'����;,����?,���%��$!�2 ��!�[TZW1�!�'9,�(;�"4@��Y����;�@�����$(��@%�( #"�$M$n"#T�����F�GI9,�!���N���� ��>W1�!$($H;,���
7i�q���U�(.:��;V�A�(;d ���;V����;O�'�(��;,"%$Pu/E2vß*,�'"% ��'�( ��JW19,�����q��9,�J.,��*:�'9é��"%)�*,$(�!;,@	�'"����J�(��3t"�����9:����F
= )������+�'��$(�n"�7,$(�/"#������"%@%�m�%��$(�U ��Y�[Tq35�'�%)å��9,�/u/E:vw.,"��Q"A�(�I35��?,;:.47VT`�')��2����9,�!;,@h��9,�m.0"���"
7VTe"�rZ*i���(;V�A-0$!�'���A"%���(;â-0@%?,�'� k2F¾Â% #�NFw���^WP�N�������I�!�A3t"%�!$(�h�!;½����*,���2.,?: ��(;:@¡�'9,�`;,�#"%��$!T
 ��%;,����"%;V�+����$!�2 ��!�'�(����W1�!�'9,�(;	�'9,��f4 #f4?,�'�'"#TZ�0���')�"��'�(��;	"%�D�N�2*i�� N����.¡35�'�%) �'9,�h�'�%;,�( h$!��@,F
¢C���(;,@m��9,�!�g"%*,*,���V"% Q9��'9,�D"#�%����"�@��C�%��$(�U ��Y�[Ta�^�����z��9:�+f4 #f4?,�'�'"#TJ�0����)J"o���(�%;a�(�

2280± 280

)�´���F4¢C���(;,@	�'9,��-,�'���a"%;,.d$("%���m���!)�����"%)�*,$!����W1�Y��9,�!;S�'9,�J35����)J"o���(�%;¡TU�!��$(.:�h"%;â"#�%����"�@��
����$(�U ��Y�[T��%3

2260 ± 290
)�´���FIGI9:�h"#������"%@����'��;:�( +����$(�U ��!�[TX�gk2F¾Â% ^�cW1�!�'9,�(;���9:�(�135���')�"����!��;

�(�
2420 ± 140
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∆x
�2��9:�

*,90"��'�+����$(�U ��!�[Tq�(�I@��Y����;�7VT
Vphase (ω) =

∆x

∆tlag
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∆tlag

�!�c��9,�+�'�()��D$n"%@a.:�!�8���'��;, ��/7i���[Wz����;x*,?,$!�'���1@��Y����;47VT
∆tlag =

∆ϕ (ω)

ω
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"%;,.
∆ϕ
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∆ϕ (ω) = ϕ2 (ω) − ϕ1 (ω)

GI9,�h �"%$( �?,$n"o���(�%;4�%3j�'9,�>*,9,"%�'�h�%��$(�U ��Y�[T`�(�p�!$($!?,���'��"��'��.	�!;	-0@�?:�'�ëk2FY\^_:F+�/�Y����;4�[WP�y*,?:$(�'���
�'�� �����.,��.>"��&.,�Y�����'��;V��.,��*:��9,�

x1

"%;,.
x2

�Ê�Ä�(@,F#k2F!\#_�"V�N�^�'9,���!��?,;VW1��"%*,*i��.�*,90"%���C�Ê�l�!@,FLk2FY\^_%7��
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.,�Y�����'��;: ��>�Ê�l�!@,FOk2FY\^_% #�H7i���[Wz����;J��9:���'�1TU�(��$!.,�H��9,�I�'�()��I*,90"%���p.,��$n"#Ta?,����.��'�� ���)�*,?:���1��9:�
*,90"��'���%��$!�2 ��!�[TZ?,���(;,@`��9,����sO?0"o���(�%;âk2F¸Á2FqGI9,���'$!��*8�A�%3P��9,�!�

∆ϕ − f
 �?:�����J #"%;�"%$(���47i�

?,����.4�'�A ���)�*,?:�'�D��9,�/@�����?,*�����$!�2 ��!�[T%F
�Ä�(@�?,���Ðk2FY\�\��'9,�^W1�z�'9,�C"%)�*:$(�!�'?,.,�1"%;:.��'9,�C?:;OW1�'"%*,*i��.q*:90"%�'���'*i�� N���'"�35���H7i�%��9���9,����"#W
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?,;VW1��"�*,*8��.x*,90"��'�m�'*i�� ��'��"��(�1�'9,�^W1;x�!;y-0@�?,���æk2F!\%\# ^� FPGI9,�/W1�(;,.:�LWz��.4-0�'���p7,���#"%Ry*:?,$(���
�(�j��9,�^W1;J�(;A-0@�?:�'�Ìk2FY\�\#.�� �V�^�j"%;,.A3Q� F = �g.,�!�' �?:�'�'��.J7i��35�����%�U)��%���j�%38��9,����;,���'@%TA$!�(���M35�'��)
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*,90"��'�+����$(�U ��!�[TJ����$!�2 ��!�[TJ�L�%���1��9,�!�I��"%;:@��%F
bÐ�!�'9	��9,�A"#��"%�!$n"%7,$!�A\^ºJ���'"% ����+�(;	�'9,�>35����)J"��'�(��;��i�'9,�h*,90"��'�h����$(�U ��Y�[T	 �"%;¡78�h ���)�*,?:����.
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r =
Cxy

√
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